
[bookmark: _GoBack][image: ]导数的概念及其应用知识点·梳理



1、导数的概念及其意义
①导数的定义


②导数的几何意义





在处的导数表示在处切线的斜率
2、导数的运算
①基本初等函数的导数公式
	函数
	导数

	

	


	

	

（为常数）

	

	


	

	


	

	


	

	


	

	


	

	



②导数的四则运算法则

1）[image: ]；（求导之后再相加减）

2）；（前导后不导加上前不导后导）

3）;（分母的平方分之上导下不导减去上不导下导）


4）复合函数的导数:[image: ]若[image: ]，则.
3、函数的单调性与导数


①函数的单调性与导数的关系，函数在某个区间内可导,




1）如果在区间上恒成立，则在区间内单调递增；




2）如果在区间上恒成立，则在区间内单调递减；
②求函数单调区间的步骤

1）确定函数的定义域;               

2）求导函数;

3）解不等式,解集在定义域内的部分为单调递增区间；

4）解不等式,解集在定义域内的部分为单调递减区间；
易错点：若所求函数的单调区间不止一个，这些区间之间不能用“∪”及“或”连接，只能用“，”“和”隔开．
4、函数的极值与导数
1）函数的极值与导数的关系





1°如果在两侧满足“左增右减”，则是的极大值点, 是极大值；





2°如果在两侧满足“左减右增”，则是的极小值点，是极小值.

2）求可导函数的极值的步骤
1°求函数的定义域;

2°求导函数;


3°令导函数（或）求单调区间;
4°根据单调性下结论并求出极值.
5、函数的最值与导数

1）求函数的最大值与最小值的步骤：


1°求在内的极值;


2°求在的端点值;


3°将极值与端点值的大小进行比较，其中最大的一个是最大值，最小的一个是最小值, 从而得出函数在上的最值.


重点题型·归类精讲


[bookmark: _Toc150873715]题型一  求具体函数的导数


【例1-1】（2005年真题）函数的导数___

【答案】





【解析】导数(最高次2乘以系数得2，最高次降1次)，导数
【变式1】求下列函数的导数

（1）     


【解析】因为，所以；

（2）      


【解析】因为，所以

（3）         

【解析】

（4）       

【解析】
【变式2】求下列函数的导数




(1)；(2)；(3)；(4)．




【答案】(1)(2)(3)(4)


【解析】（1）（2）



（3）．（4）．
【变式3】求下列函数的导数




(1) ；(2)；(3)；(4) ；




(5)；(6) ；(7) ；(8)．






【答案】(1)(2)(3)(4)(5)(6)


(7)(8)


【解析】（1）．（2） ．










（3） ．（4）．（5）  ．（6）．


（7）．（8）方法一：







 ；方法二：，．



【变式4】已知函数，若，则___________.

【答案】



【解析】由已知，则，解得



,故答案为：.



【变式5】函数，若，则______________.

【答案】




【解析】由题求导得，所以，解得.故答案为：
题型二  导数与函数切线方程--求具体函数在某一点的切线方程


【例2-1】（2018年真题）曲线在点处的切线方程是___

【答案】

















【解析】本题考查函数求导，的导函数为(次方次数降1、与前面系数相乘)在处切线的斜率，把横坐标2代入导函数求值，所以直线方程为；或设直线方程为、即，把代入求，当时、即，解得，所以直线方程为。


【变式1】函数的图象在点处的切线方程为（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】A
【分析】利用导数几何意义求切线方程即可.


【详解】因为，所以，


则，，


所以所求切线的方程为，即.
故选：A.


【变式2】函数的图象在点处的切线方程是（    ）


A．	B．


C．	D．
【答案】D




【解析】由可得，故，而，



故图象在点处的切线方程为即.故选：D.


【变式3】曲线在处的切线斜率为（    ）



A．	B．	C．1	D．
【答案】B





【解析】，则，故在处的切线斜率为
故选：B



【变式4】已知函数，则函数在点处的切线方程为（    ）


A．	B．


C．	D．
【答案】C


【解析】因为，所以，





又，故函数在点处的切线方程为，化简得.故选：C.


【变式5】函数.的图象在点处的切线的斜率为___________.

【答案】



【解析】因为，所以.故答案为：.


【变式6】曲线在点处的切线方程为______．

【答案】




【解析】函数定义域为，，则，





于是得，即，所以曲线在点处的切线方程为.

故答案为：
题型三  导数与函数切线方程--已知切线求参数




【例3-1】（2023年真题）已知函数，曲线在点处的切线与直线平行。

(1)求

解:(1)








若切线斜率与直线平行，则切线在点处的斜率


即，解得




【变式1】已知曲线在点处的切线的倾斜角为，则（     ）



A．	B．	C．-2	D．
【答案】A
【分析】利用导数的几何意义，即可求解.


【详解】，由题意可知，切线的斜率，则



，解得：，，

所以.
故选：A




【变式2】曲线在处的切线的倾斜角为，则（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】B






【解析】，当时，，所以，由万能公式得：所以故选：B




【变式3】已知函数的图象在点处的切线与直线垂直，则（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】C


【解析】函数的导数为，


可得在点处的切线的斜率为，



又切线与直线垂直，所以，解得.故选：C．




【变式4】若曲线在点处的切线方程为，则（    ）


A．3	B．	C．2	D．
【答案】D





【解析】，依题意可得，即，因为，所以.故选：D


【变式5】直线与曲线相切，则实数t的值为________ ．

【答案】





【解析】设直线与曲线切于点，由，得，则，得，





所以，所以切点为，所以，得，故答案为：



【变式6】函数的图象在处的切线倾斜角为150°，则实数______．

【答案】





【解析】∵，∴，∴，∴．故答案为：
题型四  导数与函数单调性的运用--无参函数求单调区间
【例1】求下列函数的单调区间.


（1）f(x)＝x3－3x＋1；（2）y＝x＋.（3）3；（4）y＝ln(2x＋3)＋x2.
【答案】（1）增区间为(－∞，－1)，(1，＋∞)，减区间是(－1，1)；




（2）增区间为(－∞，-)和(，＋∞)，减区间为(－，0)和(0，).
（3）单调递增区间为(－ ∞，0)，(2，＋∞)，单调递减区间为(0，2)；



（4）单调递增区间为，，单调递减区间为

【变式1】（1）函数的单调递减区间是（    ）




A．	B．	C．	D．

（2）设函数，则其单调增区间是（    ）


A．	B．


C．	D．
【答案】（1）B（2）C





【解析】（1）因为，定义域为，则，令，则，故选：B


（2）因为函数，所以，




令，得，所以的单调递增区间是，故选：C.

【变式2】函数的单调递减区间是（    ）


A．	B．


C．	D．
【答案】D


【解析】函数的定义域为：，

，



当时，函数单调递减，因为，所以解得，故选：D

【变式3】函数的单调递增区间是（    ）






A．和B．和C．D．
【答案】D



【解析】函数的定义域为，由，得，



令，得，所以函数的增区间为，故选：D


【变式4】设，则的单调递减区间为（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】B



【解析】由题意，函数，可得函数的定义域为，



则，令，解得，




因为，解得，所以函数的单调区间为.故选：B.

【变式5】函数的单调递减区间为（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】A


【解析】∵，∴，




令，解得，即函数的单调递减区间为，故选：A.
题型五  导数与函数单调性的运用--已知单调性求参数



【例5-1】（2023年真题）已知函数在区间单调递增，则的取值范围是            ．

【答案】
【解析】本题考查函数求导


函数为3次函数，若函数在方向单调递增，则






令，即


解得，或



令，解得，或，大于取两边


令，解得




所以函数在单调递增，即，


【变式1】若函数存在递减区间，则实数的取值范围是（    ）


A．	B．


C．	D．
【答案】B




【解析】由题设，，由存在递减区间，即存在使，



∴，可得或.故选：B


【变式2】设函数在上单调递减，则实数a的取值范围是（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】B






【解析】函数在上单调递减，当时，，







在时恒成立，即，，又在单调递减，


故，故．故选：B
【变式3】若函数f(x)＝x3＋bx2＋cx＋d的单调递减区间为(－1，3)，则b＋c＝（    ）
A．－12	B．－10	C．8	D．10
【答案】A

【解析】＝3x2＋2bx＋c，由题意知，－1<x<3是不等式3x2＋2bx＋c<0的解，

∴－1，3是＝0的两个根，∴b＝－3，c＝－9，∴b＋c＝－12.故选：A．



【变式4】函数的一个单调递增区间为，，则减区间是（    ）





A．	B．	C．	D．，
【答案】B


【解析】函数，则，



当时，恒成立，函数在其定义域内是递增．



当时，令，解得：，



当时，，函数是递增．





函数的一个单调递增区间为，故得：，解得：，




在时，，函数是递减．故选：B．
题型六  导数与函数极值的相关问题--求函数极值（无参）




【例6-1】（2023年）已知函数，曲线在点处的切线与直线平行。


(1)求（）

(2)求的极值


解(2)由(1)得，









令，即，，解得令，解得或;令，解得



极大值为;极小值为



【例6-2】（2022年）已知函数，是等差数列，且


(1)求的前项和；

(2)求的极值。



解:(1)    



为等差数列 ,即




解得      



公差,首项16


[image: image]前项和

(2)由(1)得


原函数





令,即,解得




,解得；,解得



函数先减后增,在时取极小值

[bookmark: MTBlankEqn]极小值

【例6-3】（2017年真题）已知函数


(1)若，求的取值范围

(2)求的极小值






解：，若，则，且，即的取值范围是



(2)，令，解得






在区间单调递增，在单调递减，在处取极小值，
[image: image]




【变式1】已知函数（为自然对数的底数），则函数的极小值为（    ）



A．	B．	C．	D．1
【答案】D
【分析】对函数求导后，由导数的正负求出函数的单调区间，从而由极值的定义可求出函数的极小值.


【详解】因为，，

所以.





当或时，当时，




所以在上单调递增，在上单调递减，在上单调递增，



所以在处取得极小值，.
故选：D.
【变式2】求下列函数的极值，并画出大致图象．

(1)；

(2)．

【答案】(1)极小值为，极大值为2，图象见解析

(2)极小值为，无极大值，图象见解析

【分析】求导得到函数的单调性，根据单调性求极值和画函数图象即可.






【详解】（1），令，解得，令，解得或，




所以函数在，上单调递减，上单调递增，




所以函数在处取得极小值，极小值为，在处取得极大值，极大值为2，
函数图象如下：
[image: @@@7df87139-059f-4b45-bb99-911d3847b190]  





（2），令，解得，令，解得，



所以函数在上单调递减，上单调递增，



所以函数在处取得极小值，极小值为，无极大值，
图象如下所示：
[image: @@@dea4fc79-df46-43f8-b3a7-cc5c06e6f30b]  

【变式3】已知函数


（1）求曲线在处的切线的方程；

（2）求函数的极值；




【答案】（1）（2）的极小值为，极大值为




【解析】（1）因为，所以，所以




所以曲线在处的切线的方程为，即

（2）因为




所以当时，当时




所以在、上单调递增，在上单调递减



所以的极小值为，极大值为
题型七  导数与函数极值的相关问题--已知极值求参数



【例1】已知为函数的极小值点，则（    ）

A．1	B．2	C．3	D．
【答案】B

【解析】，




所以当时，当时





则在和上单调递增，在上单调递减，故.故选：B



【例2】若函数在处取得极值，则（    ）
A．2	B．3	C．4	D．5
【答案】D


【解析】因为，所以，




又函数在处取得极值，所以，即．






此时，当或时，，当时，，



故是的极大值点，故符合题意．故选：D．



【变式1】已知函数在处取得极小值，则的极大值为__________

【答案】

【解析】由题意得，，


，解得，



， ，



在上单调递增，在上单调递减，



的极大值为. 故答案为：



【变式2】若函数在上无极值，则实数的取值范围（    ）


A．	B．


C．	D．
【答案】D

【解析】由可得

，


恒成立，为开口向上的抛物线，







若函数在上无极值，则恒成立，所以，解得：，所以实数的取值范围为，故选：D.
题型八  导数与函数最值的相关问题


【例1】函数在区间上的最大值是（    ）


A．0	B．	C．1	D．
【答案】D

【分析】求导得到的单调性，然后根据单调性求最大值即可.


【详解】，定义域为，




令，解得，令，解得，



所以在上单调递增，单调递减，



所以在区间上的最大值为.
故选：D.

【变式1】设函数．


(1)求曲线在点处的切线方程；


(2)求在区间上的最大值和最小值．

【答案】(1)


(2)，

【分析】（1）求出函数的导函数，即可求出切线的斜率，从而求出切线方程；
（2）求出函数的单调区间，从而列出表格，计算出极小值与端点处的函数值，即可得到函数的最值.


【详解】（1）因为，所以，


又，所以，



所以曲线在点处的切线方程为；



（2），函数的定义域为， 




，令，解得或，


令，解得，

对列表如下：
	

	

	
 
	

	
 
	
 

	
 
	 
	

	 0
	

	 

	
 
	
 
	 单调递减
	
极小值
	 单调递增
	





又，且，


所以，即，

所以，




故函数在区间上的，.


【变式2】设

(1)求的极值点；           

(2)求的单调区间；


(3)求在的最大值与最小值；  

(4)画的草图.


【答案】(1)极小值点，极大值点；



单调递增区间为，单调递减区间为和；
最大值为63，最小值为0；
(4)草图见解析.




【解析】由题意，，令，解得，，，



当变化是，，变化状态如下表：
	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	


	

	

	极小值
	

	极大值
	







(1)为为的极小值点，为的极大值点；




[image: figure](2) 的单调递增区间为，单调递减区间为和；




(3)由表可知，的极小值为，的极大值为，


又因为， 


故在上的最大值为63，最小值为0；

(4) 的草图如下所示：


课后模拟·巩固练习


一、单选题


1．已知函数，则（    ）

A．	B．1	C．4	D．2
【答案】C



【详解】由，可得，则.故选：C.



2．已知曲线在处的切线斜率为2，则（    ）


A．	B．18	C．	D．8
【答案】C



【详解】，由题意，解得.故选：C.


3．已知函数，则（   ）


A．1	B．2	C．	D．
【答案】A





【详解】因为，令得.故选：A


4．函数在处的切线斜率为（　　）




A．	B．	C．	D．
【答案】C






【详解】由，则，，所以函数在处的切线斜率为，




5．函数在点处的切线与直线垂直，则（     ）




A．	B．	C．	D．
【答案】A











【详解】由知，故.由于的斜率为，故在点处的切线斜率为.所以，故，得.故选：A.



6．已知函数，若函数在上单调递减，则实数m的最小值为（    ）


A．1	B．	C．2	D．
【答案】A





【详解】由在上单调递减，可得在上恒成立，故，

所以，故选：A

7．函数的单调减区间是（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】C







【详解】的定义域为，，令，解得.所以函数的单调减区间是.故选：C


8．曲线在点处的切线方程为（    ）


A．	B．


C．	D．
【答案】B





【详解】函数，求导得，则，所以所求切线方程为，即.故选：B


9．函数，的最小值为（    ）


A．	B．	C．9	D．16
【答案】A














【详解】由可得，，由解得，或，因，当时，，单调递减；当时，，单调递增.故时，.故选：A.


10．函数在上的最大值是（    ）



A．	B．0	C．	D．
【答案】B








【详解】由题，所以当时，，单调递增；当时，，单调递减，所以.故选：B.




11．已知曲线在点处的切线方程是，则（    ）


A．	B．	C．1	D．-1
【答案】A







【详解】函数，求导得，依题意，，得，显然，因此，所以．故选：A



12．若函数在内无极值，则实数的取值范围是（    ）


A．	B．


C．	D．
【答案】C








【详解】函数在内无极值，所以在内无变号零点，根据二次函数的对称性和单调性知，在区间单调递增，所以或即可，


解得或，故选：C.

13．函数的极大值为（    ）

A．	B．0	C．e	D．1
【答案】D








【详解】因为，令，得时；令，得，所以当时，函数取得极大值．故选：D.

14．函数的单调递减区间为（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】D







【详解】函数的定义域为，，令，解得：多取一个端点不影响单调性，所以在上单调递减.故选：D

15．函数的单调递减区间为（    ）


A．	B．


C．	D．
【答案】B






【详解】∵，∴，令，解得，即函数的单调递减区间为，故选：B.

二、解答题

16．已知函数．


(1)求的图象在点处的切线方程；





(2)若（为函数的导函数），求在区间上的最大值和最小值．



【答案】(1)(2)最大值为，最小值为








【详解】（1），，，则有，化简得，即的图象在点处的切线方程为；






（2），则，则当时，，当时，，











故在上单调递增，在上单调递减，则有最大值，又，，故在区间上的最大值和最小值分别为、.


17．已知函数在处取得极值．

(1)求实数的值；


(2)求函数在区间上的最小值．

【答案】(1)3(2)⋅



【详解】（1）由题意得的定义域，且



因为函数在处取值得极值，所以

解得

此时，，





令得或，令得，




故函数在，上单调递增，在上单调递减，



所以函数在处取极大值，在处取极小值，符合题意

所以．



（2）由（1）得，，




令，得，所以函数在单调递增，




令，得，所以函数在单调递减，


所以函数在处取极小值，



所以当时，的最小值为
18．求下列各函数的导数：

(1)；

(2).


【答案】(1)(2)


【详解】（1），；


（2）由 求导可得，.


19．已知曲线：.


(1)求在点处的切线方程；

(2)求的极值.



【答案】(1)(2)极大值为，极小值为






【详解】（1）因为，得 ，又因为，故切点为，所以切线方程为，即；



（2）由（1）知，令，解得或3， 
	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	


	

	↗
	极大值
	↘
	极小值
	↗





所以函数的极大值为，极小值为．

20．已知函数．


(1)求在点处的切线方程；

(2)求函数的极值．



【答案】(1)(2)极大值为，极小值为.










【详解】（1）由，的定义域为，得，所以，又，所以在点处的切线方程为，即；













（2）， 由，得，或，当或时，，在上均单调递增；当时，，在上单调递减；





故函数在处取得极大值，极大值为；在处取得极小值，极小值为.



故函数有极大值，也有极小值，极大值为，极小值为.





21．设函数，其中，曲线在点处的切线垂直于轴.

(1)求的值；

(2)求函数的极值.

【答案】(1)；

(2)极大值为，无极小值.









【详解】（1）的定义域为，且，因为曲线在点处的切线垂直于轴，所以，即，解得.









（2）由(1)可得，则，令，解得；令，解得，则在上单调递增，在上单调递减，


故有极大值，无极小值.

22．已知函数．


(1)求曲线在点处的切线方程；

(2)求的极值．



【答案】(1)；(2)极小值为，极大值为．







【详解】（1）由已知得，所以．因为，所以切点为，故曲线在点处的切线方程为．







（2）由（1）知，，．令，得，令，得或，







所以的单调递增区间为，单调递减区间为，．所以有极小值为，极大值为．
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